
Applications linéaires de Rn
Ñ Rm

Une application linéaire (de Rn vers Rm) est une fonction

T : Rn Ñ Rm, x⃗ ÞÑ T px⃗q

telle que

T pλx⃗ � µy⃗q � λT px⃗q � µT py⃗q, @x⃗ , y⃗ P Rn et λ, µ P R

Autrement dit, l'image d'une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des

images.

En particulier, une application linéaire satisfait toujours T p0Rnq � 0Rm .



Applications linéaires et matricielles

Théorème

Soit T : Rn Ñ Rm. Alors

T linéaire ô DA P Mm�n telle que T px⃗q � Ax⃗ .

On appelle A la matrice canonique de T . Elle se construit ainsi :

A �
�
T pe⃗1q . . . T pe⃗nq

	

où e⃗i � p0, . . . , 1, . . . , 0q, avec le 1 en i�ème position, sont les vecteurs

canoniques de Rn.



Applications linéaires surjectives

T : Rn Ñ Rm est surjective si

@b⃗ P Rm, D au moins un x⃗ P Rn tel que T px⃗q � b⃗.

Equivalences à la surjectivité

Soit T : Rn Ñ Rm linéaire et A P Mm�n sa matrice canonique. Les a�rmations

suivantes sont équivalentes :

1 T est surjective ;

2 @b⃗ P Rm, le système Ax⃗ � b⃗ est compatible ;

3 A admet un pivot par ligne ;

4 Span(colonnes de A) = Rm (les colonnes de A engendrent Rm)



Applications linéaires injectives

Dé�nition

T : Rn Ñ Rm est injective si

@b⃗ P Rm, D au maximum un x⃗ P Rn tel que T px⃗q � b⃗.

Equivalences à l'injectivité

Soit T : Rn Ñ Rm linéaire et A P Mm�n sa matrice canonique. Les a�rmations

suivantes sont équivalentes :

1 T est injective ;

2 le système Ax⃗ � 0Rm admet la solution unique x⃗ � 0Rn ;

3 A admet un pivot par colonne ;

4 les colonnes de A sont linéairement indépendantes ;



Applications linéaires bijectives

Dé�nition

T : Rn Ñ Rn est bijective si elle est à la fois surjective et injective. C'est à dire

@b⃗ P Rn, D exactement un x⃗ P Rn tel que T px⃗q � b⃗.

Equivalences à la bijectivité

Soit T : Rn Ñ Rn linéaire et A P Mn�n sa matrice canonique. Les a�rmations

suivantes sont équivalentes :

1 T est bijective ; 2 A est inversible ; 3 A admet n pivots ;

4 pour tout b⃗ P Rn, le système Ax⃗ � b⃗ admet une unique solution (x⃗ � A�1b⃗)

5 les colonnes de A sont linéairement indépendantes et engendrent Rn ;


